
ZBIRKA ZADATAKA 
SA PISMENIH ISPITA IZ LINEARNE ALGEBRE 

Zadani su vektori 

al = (4,2,1), a2 = (5,3,2), a3 = (3,2,1), 

te, 
bl = (-1,4, O), ~ = (4,3,1), b3 = (-5,7, -3). 

Dokaži te da skupovi {a 1 , a2 , a3} i {bl, ~, bs} čine d vije baze za R 3 . 

Nađite matricu prijelaza iz jedne baze II drugu. 

Na vektorskom prostoru Rn[X] (polinoma s realnim koeficijentima 
stupnja najviše n) zadan je linearni operator Da S 

(Da(P) (t) = pet + a) - p(t) , a E R, a =i= O. 
a 

Nađite jezgru i sliku od Da. 

Zadan je unitarni prostor M2(R) sa skalarnim produktom 

(AlB) = tr(AB·) 

i neka je L < ~f 2 (R) definiran kao 

{ (O 3) (-2 -2) (-1 1)} 
L = [ 3 -3 ' 6 -2 ' -1 1 ]. 

Nađite ortononniranu bazu za L. 



Odredite nužne i dovoljne uvjete da sustav 

aX1 X2 

aX1 + bx2 

aX1 + 

ima. jedinstveno rješenje. 

bxn - 1 - xn 

bXn 

n 
n-l 
n-2 

2 
l 

[ 
-1 

Zadan je linearni operator T : V2{O) --+ V2{O) svojom matricom T = 1 

kanonskoj bazi {i, J}. ]'Ieka su ii = i + J, b = i - 21. 
(a) Odredite T(ii), T(b). 
(b) Za koje su il E R vektori T( ii), T (ii + ab) kolinearni ? 

Neka je 

Dokažite da je L potprostor od Rn , odredite mu bazu, dimenziju i neki direktni 
komplement. 

Neka je T linearan operator na prostoru V2(O) koji vektor najprije 
rotira za kut ~ oko ishod~ta u pozitivnom smjeru, a zatim zrcali 
u odnosu na pravac y = x. Nađite matricu operatora T II bazi 
{

---;-:"> --:'l' ---;lo" --:'l'} 
l+J,'-J. 



Izračunaj determinantu: 

l l l l l 
l-x l l l l 

O l-x l l l 

O O O l l 
O O O l-x l 

11-

Neka je M ~ {X E M,(R) : AX ~ O} gdje je A ~ (! !). Odre

dite bazu i dimenziju vektorskog potprostora AJ. Nađite mu i (neku) 
bazu za direktni komplement. 

Neka je A linearni operator na Y2(O) koji djeluje tako da vektor prvo zarotim za 

kut ~ u pozitivnom smjeru, a dobiveni vektor zatim zrcali u odnosu na x--os. 
a) Odredite matricu operatora A u standardnoj bazi ct, 7}. 
b) Odredite v E Y2(O) takav da je Alt = v IIIvii = 2-/2. 



U prostoru ]Rs zadan je potprostor M razapet vektorima (O, 0,1,0, O) i (O, 1, 0,1, O) 
i potprostor 

Odredite dimL, dim(1I + L) i dim(M n L). 

Neka je T linearan operator na prostoru V2{O) koji vektoru pridružuje 
centralnu simetriju (s obzirom na ishodiste) njegove ortogonalne pro
jekcije na pravac y = -x. Odredite djelovanje linearnog operatora T 
na proizvoljnom vektoru 11 = x 7" +y --; i odredite mu matriCn..i prikaz 

---+ ---+ ---+ ---+ 
u standardnoj bazi, te u bazi { i + j ,2 i + j }. 

Zadan je skup L = {A E 1I2{R) : AX - X A = O}, gdje je X = 

(~ ~). DolmZite da je L potpr""tor od M,(R), te mu nadite 

jednu bazu i odredite dimenziju. Nadalje, konstruirajte bazu pros
tora M2 (R) čiji niti jedan vektor ne leži u L. Odgovor obrazložite. 

Odredite vrijednosti parametra a E R za koje sustav 

Xl + X2 + X3 + + Xn 1 
Xl + (1 - a)x2 + X3 + + Xn 1 
Xl + X2 + (2 - a)x3 + + Xn 1 

Xl + x2 + x3 + ... + (n - l - a)xn 1 

ima jedinstveno rje~~mje i nadite to rjeffinje. 



( 1 1 1) 
. Neka je T = 1 10 matrica linearnog operatora T: V3{O) ~ V1l(O) II bazi 

1 O O 
--=-? •• --;t --=-? --;t ~ --;t ~ --=-? 

{-a, b, 7} gdje Je -a = t, b = z + J , 7 = t + J + k. 

--=-? 
a) Odredite TC"it), T( b ) i TCct). 

b) Odredite vektor t! = x i + y 1 + z k E V3(O) takav da je T(tJ) = i - 1. 

u M,(R) zadani su potprostori M = {( : !) 'a - 2b = O, a + e + d = Ol i 

( a b~ . . N = { e d : a +c = O, a - 2b+d = O}. OdredIte po Jednu bazu za M, N, 

M+NiMn . 



Neka je 

(~ -~) 
matrica linearnog operatora T : V 2 (O) ---7 y2 (O) II bazi {li, 1:}, gdj e je li = 27+ --; 
. -:7b --;'>--;'> 
l =-~-J. 

(i) Odredite matricu linearnog operatora T II standardnoj bazi rt, J}. 
(ii) Odredite sve jedini~ne vektore 'il E V2(O) za koje je T'it = 2t!. 

Matrica A E Mn(R) je zadana sa 

x-l -1 -l -1 -l n-l 
-x x-l -l -1 -l n-2 

O -x x-l -1 -l n-3 

O O O x-l -l 2 
O O O -x x-l l 
O O O O -x x 

gdje je x =fi o. Nađite det{A) i det(A). 

Zadan je vektorski prostor 

Odredite mu bazu, dimenziju, te jedan direktni komplement ako L shvatimo kao 

(i) kompleksan vektorski potprostor oo Cl, 

(ii) rea1a.n vektorski potprostor od q. 

NekH je T li Ile;:) [Hil opem t.m II;:) pl"Ost.mu V2( O) koji \'ekt.or lI;:)jpdje zlTHli 
s ohzi mill liH P[;:)\'H[: Y = -x, Z;:) t.iHl g;H mtil"H ZH kut. 1f /4 oko i~horli ~t.H u 
lleg;;:) t.i \'11011] ~lI]je[u, t.e Z;:) ti II] zlT;:)li ~ ohzin)1I] liH pm \';:)[: Y = x. 

NHrlit.e HlHtt·h:u Ope[Ht.mH T u hHZi {2i - J, -7. + 2J}. 



urHi"mmjt,e rleteu[]i mmtll n-tog l"f'rlH 

a b O O O O 
O a b O O O 
O O a b O O 

O O O O a b 
b O O O O a 

DukHJ.ite dH je V reH Illi \'~kt,urski prost~)r, IIH[1it.~ HIll lI~kll hH 1:11 i udr~dite 
diHl~lIzij II. DH li j~ V kOHlpl~kslli vekt.orski prost.or'! Ukoliko jest., liH [tite 
um Imw i [tiHl~IIZijll. 

Neka je 

o ~1 n 
matrica linearnog operatora T u kanonskoj bazi. Odredite matricu 

. ~ 
operatora T u bazI ct = (2~ O, l)~ b = (1,1,1), 7 = (3, -2 - 1). 

Uz uvjet L~:ll Xi = O izraCunajte determinantu n-tog reda 

X x O O O 
Xl -X X O O 
X2 O -X O O 

Dn= 

Xn-2 O O -x X 

Xn-l O O O -X 



U V3 (O) zadani su vektori tt 1 = 2-: + (2 - b) -:1 + a Ji ~ 11 2 = a -: + 
bl + 3 Ji ~ V3 = i + -; + k. Za koje vrijednosti parametara a, b E R 
vektori {v b V 2~ v 3} čine bazu za V3(O)? Za a = l i b = 2 odredite 
prikaz vektora (1, O~ l) u bazi {tt 1 ~ 112 , tt 3}. 

Neka je T linearni operator na prostoru V2(0) koji najprije zrcali s obzirom 
na pravac y = X~ a zatim rotira za kut 1r /4 oko ishodi.Sta li pozitivnom smjeru. 
Nadite matricu operatora T II bazi {7 -1,27 -l}. 

Izračunajte determinantu n.-tog reda 

-1 l l l l 
l -1 l l l 
l l -1 l l 

l l l -1 l 
l l l l -1 

Zadan je linearni operator T : V'(O) --; V'(O) svojom matricom T = (~ _~) 
b . {~ --=-tb} cl' . ~ 2---;t ~ --=-tb ---;t 3~ 

li azl u ~ , g Je Je u = 't + J , = 't + J. 

a) Odredite matricu operatora T II kanonskoj bazi rt, I}. 
b) Odredite vektor tJ = x i + y 1 ako je T(tt) = 3i - 1. 



Za koje je vrijednosti parametra a E li matrica 

_a2 -a2 +1 _a2 + 1 _a2 + 1 

_a2 + 1 O _a2 + 1 _a2 + 1 

A= _a2 + 1 -a2 +1 O _a2 + 1 E Mn(li) 

_a2 + 1 -a2 +1 _a2 + 1 O 

regularna? 

acunajte determinantu 

O 1 l 1 1 
1 al O O O 
1 O G.2 O O 

Dn= 

1 O O an-l O 
1 O O O an 

Neka je 

[~ ! l 
matrica linearnog operatora T : V2(O) ---t V2(O) II kanonskoj bazi {i,J}. 

~ ............ ...... 
Odredite matricu operatora T II bazi {i + 2j) i + 3j}. Da li postoji vektor 
ii E V2(O) takav da je T(V) = 3i + 5J? 



Izračunajte determinantu n-tog reda 

2 2 3 n-l n 
1 4 3 n-l n 
1 2 6 n-l n 

1 2 3 2n- 2 n 
1 2 3 n-l 2n 

Neka je 

matrica linearnog operatora T : V2(O) - V2(O) u bazi {2i - J, 21 - D. 
Odredite matricu operatora T u bazi {i + ), 3.n. 

zračunajte determinantu n-tog reda 

O 1 1 1 1 
-1 O 1 1 1 
-1 -1 O 1 1 

-1 -1 -1 O 1 
-1 -1 -1 -1 O 

U vektorskom prostoru P4 realnih polinoma stupnja ~ 4 dan je skup 

M = {p E P4 : p'(O) = p(I),p"(O) = 2p( -l)}. 

Dokažite da je M vektorski potprostor od P4, odredite mu jednu bazu i di
menziju, te jedan direktni komplement. 



Za koje vrijednosti parametara Q, {3 sustav Ax = b ima jedinstveno 
rj eenje , pri ćemu je A matrica n-tog reda: 

0.+/3 0./3 O O O 
1 0.+/3 0./3 O O 
O 1 0.+/3 O O 

A= 

O O O 0.+/3 0./3 
O O O 1 0+/3 

Zadan je linearni operator T : y2(O) ---+ y2(O) svojim matričnim 

prikazom T = (~ 1 ~) u kanonskoj bazi rt, 7}. Neka su -zt = 
---;+ ----;y --=+b ---;+ 2---;}-
Z+], =l- J. 

--=+ --=+ 
a) Za koje su Q E R vektori T(o. ct + b) i T( b) kolinearni? 

--=+ 
b) Nađite matriCni prikaz operatora T u bazi {-a, b}. 

Neka je T linearni operator na V2(O) koji vektor najprije rotira za kut 3: u pozi

thrnom smjeru, dobiveni vektor zatim zrcali na pravcu y = x i nakon toga dobiveni 

vektor zrcali na x-osi. Odredite matricu operatora T u bazi rt + 1, l}, te odredite 

vektor 'it E lf2(O) takav da je T('it) = 27. 



Zadana je matrica 

6 g O O O '\ 

1 6 g O O 

O 1 6 O O 
A= E Mn(Ilt). 

O O O 6 g 

O O O 1 6 

IzraCunajte dete A -2). 

Zadan. je vektorski prostor M = {(ZI, Z2, Z3, Z4) E C4 : Zl + 2Z2 + Z3 = 0, 2Z1 + Z2 -

-Z3 = 0, Zl + 5z2 + 4Z3 = D}. Odredite mu bazu, dimenziju, te po jedan direktni 

komplemen.t ako M shvatimo kao 

(i) kompleksan vektorski potprostor od (:4, 

(ii) realan vektorski potprostor od Ci. 

Linearni operator T: V2(O) ---+ V2(O) dan je svojom matricom 

u bazi {a, lJ}, gdje je a = 7 + ; i b = 27 + ;. 

(a) Odredite matricu operatora T u kanonskoj bazi {i, I}. 

(b) Odredite sve vektor e jj E V2(O) takve da su vektori vi T(V) okomiti. 



Izračunajte determinantu matrice n-tog reda A = [ajj] E Mn(C), gdje je 
aij = i + j, tj. 

2 3 4 n n+l 
3 4 5 n+l n+2 
4 5 6 n+2 n+3 

n n+l n+2 2n-2 2n-l 
n+l n+2 n+3 2n-l 2n 

Zadano jf! prf!slikavanjf! T: V3(O) ----t V3(O) izrazom 

----t ---7 ----t ----t ----t ----t 
T(ai +bJ +ck) =(a-2b+c). i +3a. j -(2a-4c)k. 

D okaži tf! da jf! T linf!arni opf!rator i o drf!ditf! mn ma trič:ni prikaz n bazi 
----t ----t ~ ----t ----t ----t 

{i - j ,2 i + j ~ i + k}. 

Izrahmajtf! rang n X n matrief! A = [aij] s op6m članom a;,j = i + i tj. 

2 3 4 n n+l 
3 4 5 n+l n+2 
4 5 

A= 
6 n+2 n+3 

n n+l n+2 2n-2 2n-l 
n+l n+2 n+3 2n-l 2n 

Dokažitf! da jf! V = {A E M 2(R) : trAT = D} vf!ktorski prostor. Naditf! mu 
bazu i dimf!nzij u. Nadopunitf! nađf!nu bazu do bazf! za M 2(R). 



U pfO.'l3toru svih realnih nizova R N zadan je skup 

L = {(an) E RN : G.n+2 - 2an = 0, n E N}. 

a) Dokažite da je L potprostor od RN i odredite mu bazu i dimenziju. 
b) Dokažite da je preslikavanje A : L - L koje nizu (an) pridružuje niz (Bn+2) (tj. 
niz s oPĆim i!lanom art+ 2) linearni operator. 
c) Odredite matricu operatora A : L - L u nađenoj bazi. 
d) Odredite jezgru i sliku operatora A. 

Hermitskom matricom [~ ; l, kao matricom li kanonskoj bazi, zadan je linearni 

operator A : c 2 _ c 2 . Odredite uvjete na koeficijente a, b E e ako je poznato da 
je O E u(A). Postoji li baza u kojoj se A dijagonalizira? Ako postoji, nađite je. 

Neka je P2 prostor realnih polinoma stupnja:::; 2. 
a) Pokažite da je sa 

(p, q) = p(l)q(l) + 2p(O)q(O) + p( -l)q( -1) 

definiran skalami produkt na P2. 
b) Za potprostor L određen polinomima Pl(X) = 1 i P2(x) = x odredite ortogonalni 
komplement. 

Zadana je matrica 

(7 -40) 
A = a -7 b I 

3 -2 O 

tije su dvije svojstvene vrijednosti -1 i L Odredite a, b E IR i algebarske kratnosti svih 

svojstvenih vrijednosti od A. 



Zadan je linearni operator A : M2(R) ---7 M2(R) sa 

A([a b])_[ a-b 
e d a-c-d -a+b+ 2c ] . -a+2c+d 

a) Odredite r(A}l deA), te po jednu bazu za K er A i ImA. 
b} Odredite matricu od A u lmnonskoj bazi od M 2 (R). 

U unitarnom prostoru ]i4l sa ska1arnim produktom (xIY) = X1Yl + 2X2Y2 + X3Y3 + 2X4Y4, 

zad.anje potprostor V razapet vektorima Vl = (1,O,I,O) i'l12 = (1,0,1,1). Prikažite vektor 

x = (4,2,2,4) II obliku x = v + w, gdje je v E V, w E V.l. 

Za linearni operator A : R6 ---7 R4 zadan matricom II paru kanonskih baza 

[ 
1 1 2 1 221 

A= 1 2 2 l 2 2 
2 2 4 244 
O 1 101 1 

odredite jezgru i sliku. Je li vektor (O, O, O, -1) u slici od A? 

0dn!dIte reaJan broj A taJro da matrica A ~ [;i 1] Ima svojstvolll - [ : ]. 

Može li se matrica A dijagonal.izirati? Ako može, II kojoj bazi? 

Odredite matricu (u paru kanonskih baza) operatora T : R4 --7 R4 ortogonalnog 
projiciranja na. potprostor L razapet vektorima a = (0,1,2, O), b = (0,1, -2,0), 
e = (1, -1,0, 1). Prostor R 4 snabdjeven je standardnim skalarnim produktom. 



eka je M prostor rješenja homogenog sustava 

o 
o· 

Odredite neku bazu za MO, tj. za anihilator od M. Provjerite je li 
ional J (Xl, X2, X3, x.d = Xl - 2X2 + 3x3 - 4x4 II MO? 

Neka je operator A E L(d) zadan izrazom 

Odredite spektar operatora A, te algebarsku i geometrijsku lrratnost 
svake svojstvene vrijednosti. Može li se ovaj operator dijagonaJizirati? 

Neka je L potprostor unitarnog prostora P3, polinoma stupnja ~ 3, 
razapet vekto:rima Pl (t) = 1 - t i P2( t) = t2 - t. Odredite neku bazu za 
ortogonalni komplement od L. Nadalje, prikažite p( t) = 1 - 2t + 5t3 u 
obliku q(t) + r(t), gdje je q E L, a r E Ll... 
(Standardni skalarni produkt u 1'3 je (Plq) = I~ p(t)q(t)dt.) 

Zadan je linearni operator T : P2 ~ 'P2 sa 

1 
T (a + bt + ct2 ) = - (a + 2b - e + 3bt - 2( a - b - c)t2 ). 

3 

a) Odredite matricu operatora T II kanonskoj bazi. 

b) Ispitajte je li T projektor. 

e) Odredite reT) i d(T). 



Dana je matrica 
l a l O 

A= 
1 -1 O l 

O O l O 

1 b O l 

Odredite parametre a i b ako je poznato da je A singularna matrica čije sve svoj

stvene vrijednosti imaju algebarsku kratn08t 2. 

Neka je M potprostor unitarnog prostor. M.(K) razapet matricama [~ ~] i 

[~ ~]. Odredite jednu bazu za <>rtogonalni komplement od M, te prikažite ma

tricu X = [~ ~] uoblilm X = Yl + Y., grljeje yi E M, a Y. E M~. 
(Standardni skalarni produkt II M2(R) je (AlB) = Tr(AW).) 

Zadan je linearan operator T: P3 --7 M2(R): 

Prikažite operator T u paru standardnih baza, te mu odredite KerT, I mT, r(T) i 
d(T). ('P je prostor polinoma stupnja:-=:; 3.) 

Odredite spektar ma trice 

gdje je 

( 
-6 10 -10) 

A = -6 8 -6 . 
-3 3 -1 

Ustanovite može li se matrica B dijagona.lizirati i je li regularna.? 



Z~ rbn j p. V vp.ktorski prostor dimp.nzijp. n~ i A E L(V) t~ k~v d~ jp. 
r(A) = k O < k < n. Dp.finir~mo opp.mtor T : L(V) ~ L(V) formulom 
T(X) = XA. Odrp.ditp. d(T). 

Np.k~ jp. Q : P3 ~ P3 (Pa ozn~r.~v~ prostor polinom ~ stupnj~ < 3) 
linp.~mn opp.mtor z~d~n s Q(p) = polinom stupnj~ 2 r.iji gr~f prol~zi 
tor.k~ m~ (-1, p( -1)), (O, p(O)), (1, p(1)). rvloŽp. li sp. opp.m tor Q dij ~ go
n~ lizir~ ti? 

Zadan je linearni operator T : P3 ~ R4 S 

T(a + bt + ct2 ) = (a - b, 2c,b + 3c,a + b + e). 

Nađite mu matrični prikaz II paru baza (Bl, B2 ), gdje je 

Bl = {I + 2t, l - t2 , t + t 2 }, 

a B2 kanonska baza za R4. Odredite r(T), d(T), te neku bazu za K er T 
i Im T. Ispitajte je li operator T monomorfizam, epimorfizam, izomor
:6.zam. 

Zadan je unitarni prostor M2 (1ll) sa skalarnim produktom 

(AlB) = tr(AB·) 

i neka je L < M 2(R) definiran kao 

{(O 3) (-2 -2) (-1 l)} L = [ 3 -3 ' 6 -2 ' -1 l J. 

Nađite ortonormiranu bazu za L. 

Uprostoru]~:izadanjeskupvektoraM = {(2,-1, 1, 1),(-1,0,-2,3)(7, -3,5,O)}. 
Nađite bazu za anihilator MO od M i nadopunite je do baze za dualni 
prostor od 1Il4. 



Za matricu A odredite matricu P takvu da je p-l AP dijagonalna ma-
trica; 

A = (~2 ~ !1). 
-1 l 2 

Zadan je linearni operator T : P2 ---+ M2(R): 

T(P) = (P(O) P(-I)). 
p(l) p(2) 

Prikažite operator T u paru standardnih baza~ odredite mu rang i defekt~ te 
po jednu bazu za jezgru i sliku. Da li postoji polinom q E P2 takav da je 

T(q) = (~ !)? (P2 je prostor polinoma stupnja < 2.) 

Neka je V vektorski prostor, dim V = n, i T : V ---+ V linearni operator takav 
da je rn = O i yn-l i- o. Dokažite da postoji vektor e E V takav da je skup 
{e, Te, ~e, ... ~ yn-l e} baza za V. 

U unitarnom prostoru M2(R) sa standardnim skalanilm produktom (AlB) = 
tr(AW) dan je potprostor 

Odredite jednu bazu za M..l ~ te nađite prikaz matrice A = 

obliku A = B + e, gdje je B E M~C E M..l. 

( 4 -2) 
-1 2 u 

Odredite matricu P takvu da je p-l AP dijagonalna matrica, gdje je 

A= ( ~ 
-1 

4 -2) 
5 -2 . 
4 O 



Zadan je linearni operator T : M2(R) --+ 'P3: 

T (: ;) = (a + 2b - dj + (2a + b + c - dj! + (Sb - c - dj!' + (aa + 2c - dj!". 

Odredite matricu operatora T u paru kanonskih baza. Odredite d(T), r(T), te po 

jednu bazu za Ker T i lm T. Je li T monomorfizam, epimorfi.zam, izomorfizam? 

('P3 je prostor polinoma stupnja ~ 3.) 

Zadan je linearni operator A : R.3 --+ R.3 gdje je 

Odredite svojstvene vrijednosti operatora A. Može li se A dijagonalizirati? Ako 

može. u kojoj bazi? 

U unitarnom prostoru R.4 , sa standardnim skalarnim produktom, zadan je potpros

tor M razapet vektorima (2,1, O. O), (1,1.1,1). Nađite jednu bazu za ortogonalni 

komplement od M, te prikažite prikažite vektor a = (3. -4,5, -5) kao a = u. + v, 
uE M, v E M..l. 

Na vektorskom prostoru 'Pn (polinoma stupnja strogo manjeg od n) 
zadan je linearan operator Da S 

(Da(P)){t) = p{t + a) - p(t) , a E Ill, a 1= o. 
a 

Nađite jezgru i sliku od Dar 

Dopunite do ortogonalne (obzirom na. standardni s1mlarni produkt) 
baze za. Ill'"' skup 

{(l, -2, 2, -3), (2, -3,2, 4)} 

N &dite duaJnu bazu baze 

{(l, -1, 3), (O, 1, -1), (0,3, -2)} 

odRa. 



Odredite svojstvene vrjednosti matrice A, te njihove algeba:rske i ge
ometrijske lcratnosti pri čemu je 

(

3 -4 
4 -5 

A= O O 

O O 

Zadan je linearni operator T: R3 ---lo- M2(R): 

( a+2b a- b+C) 
T(a,b,c)= b-2c 5a+5c . 

Prikažite operator T II paru standardnih baza, odredite mu rang i defekt, te 
po jednu bazu za jezgru i sliku. 

Neka su U, V i W konačnodimenzionalni vektorski prostori, te f ; U ---lo- V i 
g : V ---lo- W linearni operatori. Dokažite da za rangove linearnih operatora f, g 
i g o f vrijedi 

r(gof) < min {r(f),r(g)}. 

U unitarnom prostoru P2 = {pet) = at2 +bt+c : a, b, e ER} polinoma stupnja 
manjeg ili jednakog 2 sa skalarnim produktom (Plq) = J~I p(t)q(t)dt dan je 
potprostor 

M = [{t2 - 1,t + l}]. 

Odredite jednu bazu za M.L, te nađite prikaz polinoma p( t) = 2t2 + t + 5 u 
obliku sume p = PI +}>2, pri čemu je Pl E M,P2 E M.L. 

Odredite svojstvene vrijednosti, te njihove algebarske i geometrijske kratnosti 
za matricu 

A ~ ( ~ 1 : 4 ~7 ) . 

Može li se matrica A dijagonalizirati? 



Zadan je linearni operator T : 'P2 ---t M2 (R): 

T( a + bt + ct2 ) = ( a - 2b b + e ) 
-2a - 4c -2a + 4h . 

Prikažite operator T u paru standardnih baza, odredite mu rang i defekt, te 
po jednu bazu za jezgru i sliku (1'2 je prostor realnih polinoma stupnja ~ 2). 

U prostoru R"' dan je skup vektora M = {(l, -3, 3,2), (2, 2, -2, l)}. Odredite 
neku bazu za anihilator .MĐ od M i nadopunite je do baze čitavog dualnog 
prostora od R4. 

Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore za matricu 

[ 
l 22] 

A = l O -2 . 
-1 2 4 

Neka je M = [{a, b}] potprostor unitarnog prostora RR (sa standardnim 
skalarnim produktom) razapet vektorima a = (O, l, 2, ... , n-l) i b = (1, l, ... , 1). 
Odredite njegov ortogonalni komplement M 1., te prikažite vektor 

z = (~n(3 - n),l + ~n(n -1), 0,0, ... ,0) E Rn 

u obliku sume z = x +y, gdje je x E M, a y E Ml.. 

Zalineami operator A; RJ ---7 R3, A(x, y, z) = (x+y, O,y - z) odedite 
njegovu sliku i jezgru, te njihove baze. Ako je L = {(x, y, z) E R3 ; 
x = y} < R3, odredite A<-(L) (prasliku potprostora. L) i bazu za 
niel!a. 



LineamioperatorTubaziselementimaal = (8,-6,7), a2 = (-16,7,-13), aa = 
(9, -3, 7) ima matrični zapis 

( ~11 =~~ ~~). 
-25 22 

Nadite mu matrit:ni zapis u bazi {bh b..2, ~}, gdje su bl = (1, -2, 1), ~ = 

(3, -1,2), ba = (2,1,2). 

Prostor L je zadan kao skup rješenja sustava. 

2Xl +X2 +x3 +3X4 =0 
3xl +2X2 +2X3 +X4 =0 
Xl +2X2 + 2X3 -9X4 =0 

Prikažite vektor x = (7, -4, -1, 2) u obliku x = y + z, pri temu je 
y E L, a z iz ortogonalnog komplementa od L u R4. 

Zadan je linearni operator T : P2 --+ 'P2 S 

T(a+bt+ct2 ) = a+b+c+ (a+3b)t+ (a-b+ 2c)t2. 

Odredite mu matrični prikaz u bazi B = {l- t,t - t2, 1 + t2}. Nadalje, odredite i 
po jednu bazu za KerT i ImT. Je li T monomorfizam, epimorfiza.m, izomorfizam? 

Odredite parametre a, b i e E li. takve da su matrice 

slične. 

U prostoru RS zadan je skup M = {(2, 1,2, 1, 2), (1, 2, 1, 2, l)}. Nađite bazu za 

anihilator MO od M te je nadopunite do baze za dualni prostor od RS. 



U unitarnom prostoru M:dR.) sa skalanrim produktom {A, B} = tr(AW) zadan je 

potprostor 

L _ {( 1 1) (1 -1) (O 1)} -I 1 O ' O O ' 1 -1 ], 

Nađite ortonormiranu bazu za L, te bazu za ortogonalni komplement od L. 

Zadan je linearni operator T: P2 ---+- M2(R): 

( a - b 2a - 4b) 
T(at2 +bt+c)= -a+2b+c b+c . 

Prikažite operator T u paru standardnih baza, odredite mu rang i defekt, te po 
jednu bazu za jezgru i sliku. Ako je L = {A E M2(R) : trCA) = O} potprostor 
matrica čiji je trag 0, odredite M = T<-(L) = {p E P2 : T(p) EL} i jednu 
bazu za M. 

Neka su U, V i W konačnodimenziona1ni vektorski prostori, te f : U ---t V i 
g : V ---t W linearni operatori. Dokažite da za rangove linearnih operatora f, g 

i g o f vrijedi 
r(g o 1) ~ min {rU), r(g)}. 

Za realan broj a odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potpro
store za matricu n-tog reda 

l+a 1 1 1 1 
1 l+a 1 1 1 
1 1 l+a 1 1 

1 1 1 l+a 1 
1 1 1 1 l+a 

U unitarnom prostoru 1'2 = {pet) = at2 + bt + e : a,b,c E Rl polinoma 
stupnja manjeg ili jednakog 2 sa skalarnim produktom (Plq) = I-l p( t )q( t)dt 
ortonormirajte skup {l, t-l, t 2 - t}. 



Zadan je linearni operator T: M 2 (R) - M 2(R) s T(A) = BA, gdje je 

Odredite matricu operatora T II kanonskoj bazi. Nadalje, odredite i svojstvene 

vrijednosti operatora T, njihove algeba.rske i geometrijske kratnosti i pripadne svo

jstvene potprostore. Može li se T dijagonalizirati? 

Zadan je linearni operator A: 'P3. - M2 (R) s 

A( ) = (P(l) p( -1) ) . 
p ]1(1) P'( -1) 

Odredite mu rang i defekt, te po jednu bazu za je'.llgfu i sliku. Je li A regularan? 

Ako jest, odredite A-l. (P3. je prostor polinoma stupnja ~ 3.) 

U unitarnom prostoru ]lt4 sa standardnim skalarnim produktom ortonormirajte skup 

{(l, 2, 0,1), (O, 2, O, 2), (1, -1,1,1), (1, O, O, O)}. 

(
X - 3y z - 2x + y ) 

A{x,y,z) = z+x 3z+4x +2y . 

Prikažitp opprator A u paru standardnih baza, odrpditp mu rang i dpfpkt, tP 
P o jpdnu bazu za sliku i j pzgru. 

U unitarnom prostoru P3 = {at3.+bt2 +ct+d I a, b,c,d E IR} polinoma stupnja 

~ 3 sa skalarnim produktom (p,q) = f~lp(t)q(t)dt dan Jp potprostor 

M=[{l+t,l}]. 

Odrpdi tP jpdnu bazu za M..1, tP nađitp prikaz polinoma p( t) = -St3. + 3t2 + 3t 
u obliku sump p = Pl + P2, pri č~pmu Jp Pl E M,P2 E M..1. 



Nr.ka jr. j'" : M2(IR) ----t IR prr.slikavanjr. zadano s j"'(A) = t.r(AT M + A), gdjr. 

Dokaži t.r. da jr. r !inr.arni fnnkeional i prikaži t.r. ga n bazi {J;, f; , Ji , f~} koja 
j r. d nalna bazi 

( 1 O) (1-1) (1 O) (O 1) 
{ O O ' O O ' 0-1 ' lO}· 

Odrr.di t.r. svoj st.vr.nr. vrijr.dnosti l tr. nj ihovr. algr. barskr. i gr.omr.trijskr. lua tnosti 
za mat.rien _ (-4-17 19) 

A-l 2 -6 . 
-1 -5 3 

I'vložr. li sr. matriea A dijagonalizirati? 

Zadan je preslikavanje D: 'P2 --+ 'P2 8 

(D(p))(x) = p(x + 2) - p(x). 
2 

Dokažite da je D linearan operator, odredite mu rang i defekt, te po jednu 
bazu za sliku i jezgru. Nađite matrični prikaz linearnog operatora D u bazi 
B = {l, x + 1, x2} ('P2 je prostor realnih po1inoma stupnja ~ 2). 

Neka je V konačnodimenzionalni vektorski prostor, te A : V --+ V i B : V --+ V 
linearni operatori. Dokažite da za rangove linearnili operatora A, B i A + B 
vrijedi 

r(A + B) ~ r(A) + r(B). 



Odredite svojstvene vrijednosti, njihove algebarske i geometrijske kratnosti, te 

pripadne svojstvene vektore za matricu 

U unitarnom prostoru IR"" sa standardnim skaJarnim produktom dan je pot
prostor M = [{ (2,1, O, -1), (O, 1, 1, O)}]. Odredite jednu bazu za Mi, te nađite 
prikaz vektora x = (4, -2, -1,2) u obliku sume x = a + b, pri čemu je a E M 
ibEM-L. 
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